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Variable Compleja 1. Examen IX

1
Ejercicio 1 (3.5 puntos). Probar que la serie Z — converge absolutamente en todo
n
n=0
punto del dominio 2 = {z € C : Rez > 1} y uniformemente en cada subconjunto

compacto contenido en €2.

Ejercicio 2 (3 puntos). Estudiar la derivabilidad de las funciones f,g : C — C
dadas por
f(2)=2"4+22  g(2) =(z—1)f(2) Vz e C.

Ejercicio 3 (3.5 puntos). Dada g € #H(C), probar que existe una unica funcién
entera f verificando
f(z)+z2f'(2)=g(z) VzeC.
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1
Ejercicio 1 (3.5 puntos). Probar que la serie Z — converge absolutamente en to-
n
n=0
do punto del dominio 2 = {z € C: Rez > 1} y uniformemente en cada subconjunto
compacto contenido en €2.

Estudiamos en primer lugar la convergencia uniforme. Sea K C {2 compacto.
Como la parte real de z es continua, M € R tal que:

M =min{Rez:z¢e€ K} > 1
Entonces, para todo z € K se tiene que:

1

n*

1 1
= < — Vn e N

- nRez = nM

1
Como M > 1, la serie Z — converge, y por el Test de Weierstrass, la serie
n

n>1

1
E — converge uniformemente en K.
n

n=1

Para la convergencia absoluta, consideramos z € Q fijo. Como {z} es compacto,
por el Test de Weierstrass tenemos que converge absolutamente en {z}. Como z es
arbitrario, tenemos que la serie converge absolutamente en todo punto de €2.

Ejercicio 2 (3 puntos). Estudiar la derivabilidad de las funciones f,g : C — C
dadas por
f)=22+2z  g(z)=(z—1)f(2) vz e C.

Estudiamos la funcién f. En vistas de aplicar las condiciones de Cauchy-Riemann,
definimos u, v : R? = R como:

u(@,y) = Re f(z +iy) = a® — 4+ a% + 4 = 2°
U(x>y) =Im f(il? + iy) = 2xy
Entonces, tenemos que:

ou ou
%(x,y) =dr o

ov ov

(z,y) =0

Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, tenemos que:

ou ov
ou ov

Por tanto, tenemos que f tan solo es derivable en el origen, mientras que no es
derivable en C*.

Ahora, estudiamos la funcién g. Fijado z € C, tenemos que:
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m Siz=0:

Como f es derivable en 0, tenemos que g también lo es.

m Siz=1:

g (1) = tim S0 g CZDIE) g ) = 51y =

z—1 z — 1 z—1 z — z—1

» SizeC\{0,1}:

Entonces, tenemos que:

Si g fuese derivable en z, entonces f también lo seria. No obstante, como f no
es derivable en z, tampoco lo es g.

Por tanto, ¢ es derivable en 0 y 1, pero no en ningtn otro punto de C.

Ejercicio 3 (3.5 puntos). Dada g € #H(C), probar que existe una unica funcién
entera f verificando

f(z)+z2f'(2)=g(z) VzeC.

Como g € H(C), existe una sucesién {«,} tal que:

g(z) = Zanz” VzeC
n=0

Supongamos ahora la existencia de una funcion entera f que verifique la ecuacién
dada. Entonces, existe una sucesién {f,} tal que:

f(z) = iﬁnz" VzeC

Por el Teorema de Holomorfia de funciones dadas como suma de serie de poten-
cias, tenemos que:

f'(z) = Znﬁnz”_l VzeC
n=1

Podemos por tanto escribir la ecuacién dada como:

Z a2 = Z Bn2" + 2z Z nBpz" "t = Z Bz + Z nBpz"
n=0 n=0 n=1 n=0 n=1
:iﬁnzn+§:nﬁnz”:iﬁn(1+n)z” VzeC
n=0 n=0 n=0

Por el Principio de Identidad, se tiene que:

O

T Vn € NU{0}

an:ﬁn(1+n):>ﬁn:
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Por tanto, se tiene que:

00 o, .
fe) =3 =" WzeC

n=0

Comprobemos que dicha funcién es entera. Como g es entera, entonces su radio
de convergencia es R, = oo, por lo que {{/|a,|} — 0. Por tanto:

lim /||

1/ n aTL n—oo 0

im = e

n—00 1+n lim /1 +n 1
n—oo

Por tanto, f es entera, demostrando asi la existencia de una funciéon entera f
que verifique la ecuacién dada. Ademads, esta es tinica por el Principio de Identidad.



